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例：
泰勒公式及其应用

数学171班      方芷暄

[摘要]:泰勒公式的证明与应用方面的研究对于科研者来说一直具有强大的吸引力，许多研究者已在此领域获得许多研究成果。
在这些文献中作者在不等式或者等式的证明或者计算时都充分利用了泰勒公式的定理和性质，但方法新颖又恰到好处，值得借鉴和学习。 泰勒公式的应用是非常广泛的，对于泰勒公式的研究还在进行中，我相信通过今后的不断努力研究，泰勒公式还能发挥出更多的作用。
故我们利用已有的数学知识，进行了如下研究：


（1）求函数的极值,（2）证明根的唯一性,(3)求泰勒函数在某点的高阶导数,（4）利用泰勒函数求函数的近似值和误差,（5）求证函数的敛散性.
[关键词]:泰勒公式、定义、性质、应用
1.泰勒公式的定义
泰勒公式是一个用函数在某点的信息描述其附近取值的公式。
1.1（带有佩亚诺型余项的）泰勒公式定义
若函数
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为佩亚诺型余项,称（1）是在点
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的（带有佩亚诺型余项的）泰勒公式。
当
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,称此式为(带有佩亚诺余项的)麦克劳林公式。
1.2（带有拉格朗日余项的）泰勒公式定义
若函数 
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在
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的泰勒公式.
当
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称此式为(带有拉格朗日余项的)麦克劳林公式.
1.3常见函数的展开式
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2.泰勒公式的性质
2.1性质一：泰勒公式中间点的可微性
定理1：设 I 是 R 上一区间，a  I 是 I 上一点，函数 f : I  R 。如果函数 f 在 I 上 n 次可微，则存在一函数c : I a  I a，使得
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成立。此外如果 f n x是单射的，则点c(x) 是唯一的。
因为 x  I a ， |c(x)  a| |x  a|，所以lim c( x )  a ，于是可定义中间点函数c1 : I  I 为：
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显然，c1(x)在点x=a连续。
2.2性质二：二元函数泰勒公式“中间点”的渐进性
定理2： (i)
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在（0，0）的各n+p阶偏导数都存在，(ii)对某一充分小的λ>0，
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在（0，0）处进行泰勒展开。若定理2之（i）成立，同时，对于j=0，1，…，n+p，
[image: image34.wmf])

0

,

0

(

f

y

x

j

p

n

j

p

n

-

+

+

¶

¶

¶

不全为0且k≠Φ，那么满足泰勒公式的（ξ，η），必有：
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2.3多元函数泰勒公式中间点的渐近性
多元函数的泰勒公式的定义：若
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在点 P0 ( x10 ，x20 ，…，xm0 ) 的某邻域 U(P0) 有直到 n + 1 阶连续的偏导函数，则对于 U( [image: image37.png]


 ) 内的任一点([image: image38.png]Xy
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) ，都存在θ ∈ ( 0，1) ，使得
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（3）
（3）式称m元函数在P0点的n阶泰勒公式，式中
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其中ri≧0，i=1，2，…，m

    定理3：若
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在点P0 ( x10 ，x20 ，…，xm0 ) 的某邻域 U( P0 ) 有直到n+1阶连续的偏导函数，且
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且对于任何（h1，h2，…，hm）≠（0，0，…，0）有
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则公式（1）中θ满足
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说明：1.在定理2中，当m=1时，使得到一元函数中间的渐近性定理：若f（x）在x0的某领域内有直到n+1+p阶倒数，且[image: image48.png]f(n+1+p)



（x0）=0，（j==1，2，…，p-1），对于任意h≠0都有f（n+1+p）（x0）h（n+1+p）≠0，则在泰勒公式
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，θ∈(0,1)中有
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2.在定理2中，当n=1，p=1时，对任意（h1，h2，…，hm）≠（0，0，…，0）有
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3.泰勒公式的应用
3.1利用泰勒公式求极限

高等数学中常用的极限计算有方法有很多:定义法、函数的连续性、夹逼准则、单调有界原理、归结原则、洛必达法则等。对于一些复杂的极限计算，可使用泰勒公式：应用(带有佩亚诺余项的)麦克劳林公式将各部分函数展开，直接代入或者经过变形后代入要求的极限中，使得原来的极限问题转换为多项式与有理分式的极限问题，这在未定式的极限计算中是非常有效的。
例：求极限
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型未定式,洛必达法可以求解，则但是十分繁琐，于是选用泰勒公式求此未定式的极限，这时可将
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解  由
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3.2利用泰勒公式近似计算和误差估计
在微分的应用中，我们曾导出函数的近似计算公式[image: image60.png]£x) % (o) + £ (0) (x— %o



)但是它的精确度并不高，因此可以应用高阶泰勒公式可以将精确度达到我们所要求的水平。
如：[image: image61.png]| 0| < MJx— x| < d



(M,d都是定值）
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其误差[image: image63.png]O
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3.3对某些定积分进行近似计算
在现实中，能够精确计算定积分的函数只是大量函数中很少的一部分,事实上,在实际计算定积分时大量采用的是近以计算的方法,而在这其中运用泰勒公式对某些函数的定积分进行近似计算是一种很好的方法。
例：计算曲线y=cosx在
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解：由弧长公式可知，
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由于n为偶数，根据递推公式可知
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根据上述写出的各项近似表示S的值，则误差
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3.4求高阶导数在某点的数值
如果函数[image: image71.png]f(x)



的泰勒公式已知。假设要求[image: image72.png]f(x)



的n阶导，因为我们已经知道[image: image73.png]FCOMBEBAT (x—x)



的系数正是[image: image74.png])



,从而可以反过来求[image: image75.png]f(x)



的高阶导数数值，所以不用依次求导计算。
例：求函数[image: image76.png]In (1+x)



在x=0的高阶导数值[image: image77.png]£100) ()




解：先写出[image: image78.png]In (1+%)



的98阶麦克劳林展开式
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于是[image: image80.png]In (1+x)
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可以知道[image: image82.png]f(x)



在x=0点的麦克劳林展开式为
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n=100时，比较两个式子[image: image84.png]x100



的系数可知：[image: image85.png]e
oot





则[image: image86.png]£190) () =— 1




3.5利用泰勒公式证明不等式
当所要证明的不等式是含有多项式和初等函数的混合物,不妨作一个辅助函数并用泰勒公式代替,往往使证明方便简捷.
例：设
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令x=a，x=b，则
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对上式两边同时在[a,b]积分得：
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3.6研究函数的极值
在讨论函数的极值时，通常的方法是：
例：试求函数
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3.7求行列式的值
若一个行列式可看做x的函数(一般是x的n次多项式),记作f(x),按泰勒公式在某处[image: image108.png]X



展开，用这一方法可求得一些行列式的值。
例：求n阶行列式
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根据行列式求导的规则，有
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把以上各导数代入（2）式，有
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3.8利用泰勒公式判断级数的敛散性
当级数的通项表达式是由不同类型函数式构成的繁难形式,且用一般的判定方法无从下手时，往往利用泰勒公式将级数通项简化成统-形式,然后判定。
例：讨论级数
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